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1 Introduction

A la fin du chapitre précédent, nous avons étudié les régimes transitoires des circuits du
premier ordre RC et RL dont on a résolu les équations différentielles pour trouver les expressions
des tensions et intensités.

Nous allons ici étudier dans le méme esprit le régime transitoire du circuit RLC série qui
comme nous allons le voir donne naissance a des oscillations électriques.

Le circuit RLC étant du deuxiéme ordre, ce sera aussi le cas de son équation différentielle.
Elle fera alors apparaitre la notion de régimes : selon 'amortissement du circuit par effet Joule,
le régime transitoire est différent.

2 Equation différentielle

On étudie le circuit RL soumis & une tension e(t), on
s’intéresse a la tension aux bornes du condensateur
et a l'intensité qui parcourt le circuit. La bobine est
idéale. On applique la loi des mailles :

di i© RN
— +u (1) L

=Ri+L
e 1+ i
e|l(D C— [ut
Commei:C’d—u, ona : I I
dt
Lcdzi + Rcdﬁ +u=e (2) FIGURE 1 — Circuit RLC
dt? dt

Cette équation différentielle est une équation du se-
cond ordre a coefficient constant, le circuit RLC série
est appelé circuit du second ordre.

3 Etude du régime libre

Nous allons nous intéresser dans un premier temps au comportement du circuit lorsque
le condensateur a été préalablement chargé sous la tension E du générateur, et lorsqu’il se
décharge dans la bobine et la résistance.

L’équation différentielle correspondant a ce régime libre (appelé aussi régime propre) est la
suivante :

d?u du

On cherche donc une solution de cette équation qui est une équation homogene. Cette
solution est du type u = Ae™ avec A une constante.
Si on injecte cette solution dans (3) et que I'on élimine la solution u = 0 qui n’a pas de sens
physique, on obtient

R 1
LOr2 — 2 . = 4
Cru+ RCru+u=0<=r —l—Lr—i-LC 0 (4)
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Cette derniére équation est appelée polynoéme caractéristique de I’équation différentielle (3).
Trouver les solutions de ce polynéme permet de trouver les solutions de I’équation différentielle.

Pour éclaircir la résolution, nous allons utiliser des variables dites "réduites"

3.1 Définitions des variables réduites

L’intérét des variables réduites est d’utiliser des variables de méme dimension dans la
résolution de I’équation. On peut donc appliquer sa résolution dans n’importe quel systeme
d’unité.

3.1.1 Pulsation propre

Celle-ci correspond a la pulsation des oscillations en I’absence de "frottements" (amortisse-
ment par effet Joule ici)

1

1 wo : pulsation propre exprimée en rad.s™ ou s~
wo = Vic (5) L : inductance de la bobine exprimée en Henry (H)
C' : capacité du condensateur exprimée en Farad (F)

En effet, la définition du radian dit que dans un cercle, ’angle en radian est le rapport de la
longueur de 'arc que décrit ’angle par le rayon. Il s’agit du rapport de deux longueurs.

3.1.2 Facteur d’amortissement

Il va étre 1ié a la résistance globale du circuit. Plus ce facteur sera grand, plus 'amortissement
sera élevé

1

R A @ facteur d’amortissement exprimé en s~
A= — (6) L : inductance de la bobine exprimée en Henry (H)
R : résistance totale du circuit exprimée en Ohm (£2)

3.1.3 Coefficient d’amortissement

Il peut étre intéressant de travailler avec une grandeur sans dimension. On définit alors le
coefficient d’amortissement par :

o= — (7)

Ce coefficient peut étre exprimée en fonction des valeurs des composants du circuit

R |C
=9\ ®)



R
ﬁj Electrocinétique EC3-Circuit RLC série 3.2 Les différents régimes

3.1.4 Facteur de qualité

Pour caractériser un circuit, on utilise souvent une autre grandeur appelée facteur de qualité.
Elle est reliée a toutes les grandeurs dont on vient de parler :

1 _ng 1

@=3.""& ~ RCuwo 9)

En utilisant ces variables réduites, on peut donc écrire le polynéme caractéristique de la
maniere suivante :

2420 r+wi =0 ou 7%+ 2awer+wi =0 (10)

3.2 Les différents régimes

Le polynome caractéristique acceptant plusieurs solutions selon la valeur de son discriminant,
il en est de méme pour I’équation différentielle.

Vu la forme du polynéme, nous allons utiliser le discriminant réduit.

Rappel mathématique

Lorsqu’une équation du second degré est de la forme az? 4+ 2b'z 4+ ¢ = 0, on peut utiliser le
discriminant réduit pour en trouver les solutions.

Ce discriminant réduit a pour expression : A’ = b2 — ac.

On obtient alors les solutions :

—b' + VA —b — VA

T, = Tg=— 4 si A >0 (11)
a a
—b + jV—A o NN
wlz% x2:+ si A< 0 (12)

Le j est la notation complexe utilisée en physique pour ne pas confondre le nombre complexe
classique avec l'intensité du courant.

Ici, le discriminant réduit a pour expression :
A=) —w2 ou A =wia®-1) (13)

Selon son signe on distingue trois régimes :

3.2.1 Régime apériodique : A’ >0

L 1
SiA’>0alors)\>w0,04>1<:>R>2\/6<:> Q<§

Racines du polynéme

Le polynéme admet deux racines négatives, on a :
r=-A+ /A2 —wi=—awy+wvaz—1 (14)
ro=—-XA— /A2 —wi = —awy —wovaz—1 (15)
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Solution de 1’équation différentielle
La solution de I’équation différentielle (3) s’écrit donc :
u(t) = Aje™t + Age™ (16)

Les racines étant toutes deux négatives, on s’assure que la solution u(t) ne tend pas vers l'infini,
cela n’aurait pas de signification physique.

Détermination des constantes

On peut utiliser les conditions initiales pour expliciter les constantes A; et As. C’est parce
que le circuit est du deuxiéme ordre qu’existent ces deux constantes et qu’il faut deux conditions
initiales pour les déterminer.

La continuité de la tension aux bornes du condensateur implique que u(t = 0) = E.
La continuité de l'intensité dans la bobine implique que i(t = 0) = 0.
On obtient alors deux équations a deux inconnues qui nous permettent de déterminer A; et Ag

u(t=0)=A1+A2=E (17)
. r1 A1
i(t=0)=riA +1mAy =0+ Ay = — (18)
T2
On remplace cette expression de Ag dans (17)
A
A - g (19)
2
= A (1—”>:E (20)
T2
E
=4, =2 (21)
ro—"
On remplace cette expression de A; dans l'expression de Ay de (18)
—rFE
Ay=—2 (22)
ro —T1
Expression et allure de la tension aux bornes du condensateur
Finalement Us
E E E <<
u(t) _ T2 et _ 1 eret (23)
Tg — T ro — T
Lorsque a > 1 <= Q < %, il n’y a pas d’oscillations » t
électrique car I’amortissement est trop fort. T
On remarque qu’a t=0, la pente de u(t) est nulle : FIGURE 2 — Tension aux
d .
en effet, it = 0) = o™ _ g b,01'rnes du, c‘on('iensat'eur en
dt régime apériodique libre du

circuit RLC série
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3.2 Les différents régimes

Expression et allure de I’intensité dans le circuit

Ay o u )
Grace a larelation i(t) = C'—, on trouve l'expression

N . dt
de l'intensité :

_ rnBC

|

e (24)

3.2.2 Régime critique : A’ =0

"

Mtt

FIGURE 3 — Intensité dans le
circuit en régime apériodique
libre du circuit RLC série

L 1
SiA’anlors)\:wo,a:1<:>R:2\/6:RC(:> Q:§
Racines du polynéme
Le polynéme admet une racine double négative, on a :
r = —/\ = —Wwyo (25)
Solution de I’équation différentielle
Alors la solution a pour expression :
U(t) = (Alt + AQ)G_)\t (26)
Détermination des constantes
On utilise les mémes conditions que précédemment :
u(t:O):E<:> (27)
On exprime i(t)
i(t) = —AC(Art + Ap)e N + A1Ce™™ = Ce ™ (A; — M(A1t + Ay)) (28)
(29)
Et on écrit la condition de continuité :
i(t=0)=A1 —AA2=0 (30)
| A1 =My = \E (31)
Expression et allure de la tension aux bornes du condensateur
La solution s’écrit donc :
u(t) = E(Xt + 1)e M (32)

Le régime critique étant le premier régime apériodique, ’allure de la courbe est identique a
celle du régime apériodique, le "retour a ’équilibre" se fait plus rapidement.
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Expression et allure de I’intensité dans le circuit

d
En utilisant la relation i(¢) = C ditL’ on trouve :

i(t) = —ECX*te™ (33)

De la méme maniere que précédemment, on retrouve l'allure de l'intensité du courant du régime
apériodique.

3.2.3 Régime pseudo-périodique : A’ <0

L 1
SiA’<0alors)\<wo,a<1<:>R<2\/5<:> Q>§

Racines du polynéme

2:

Le polynéme admet deux racines complexes conjuguées. Si on pose w —A’' ona :

re=—-A+jw ro = —\— jw (34)

Solution de I’équation différentielle

La solution de ’équation différentielle (3) est la combinaison linéaire de deux solutions
complexes :

ui(t) = et = e(FATIOE ot 4o = €72 = (=29 qonnent u(t) = Cre™t 4 Coe™! (35)
avec C7 et Cy des constantes complexes.

Or nous voulons obtenir une solution réelle ! On peut montrer qu’a partir de ces deux
solutions complexes, on peut construire deux solutions réelles tout aussi solutions de la méme
équation différentielle.

Ces deux solutions réelles sont :

Donc :
g — € (coswt 4 jsinwt) ; e eoswt — JSInwt) _ oxi oo (37)
gy = © 2 (coswt + jsinwt) — e (coswt —fsinwt) _ g (38)

25
La solution réelle de I’équation différentielle est alors une combinaison linéaire de ugz et u4

u(t) = (Aj cos(wt) + Agsin(wt))e (39)

avec A et Ag des constantes réelles.

On trouvera aussi I'écriture suivante qui est équivalente : u(t) = A cos(wt + ¢)e .
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Détermination des constantes A; et Ay

Premieére condition :

ut=0)=FE<+=[A =F (40)

On exprime i(t) :

i(t)=C ((—Alw sin(wt) + Agw cos(wt)) e M — X (A cos(wt) + Ag sin(wt)) e*)‘t> (41)
= Ce M (= Aywsin(wt) + Asw cos(wt) — Ay cos(wt) — AAg sin(wt)) (42)

Deuxiéme condition :

i(tZO):Agw—)\A1:O<:> A2:£E (43)
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Expression et allure de la tension aux bornes du condensateur

La solution s’écrit donc :

w(t) = B(cos(wt) + %sin(wt))e_/\t (44)

Cette solution se découpe en deux parties :

— Une partie oscillante a la pulsation w ;

— Une amplitude décroissance de maniére expo-
nentielle.

FIGURE 4 — Tension aux
bornes du condensateur en
régime pseudopériodique libre
du circuit RLC série

Expression et allure de I’intensité dans le circuit

On a :

i(t) = ECe™ ™ (—w sin(wt) + A cos(wt) — A cos(wt) — fsin(wt)) (45)

i) = —CB N ginn | (46)

FIGURE 5 — Intensité dans le
circuit en régime
pseudopériodique libre du
circuit RLC série

Pseudo-période des oscillations

On observe donc des oscillations électriques a la

pulsation w, donc de pseudo-période : T T . T .
I

_W_wo\/l—OZQ ; ; ;

On parle de pseudo-période car 'amplitude décroit.

FIGURE 6 — Définition de la
pseudo-prériode

La pseudo-période est voisine mais plus grande que la période propre du circuit (celle qui
correspond & un circuit non amorti (R=0)).
Plus Pamortissement est fort (o ), plus la pseudo-période s’éloigne de la période propre.
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4 Réponse du circuit RLC série a un échelon de tension

Cette étude ne comporte pas de difficultés méme s’il faut veiller a ne pas aller trop vite :

L’équation différentielle concernant la tension aux bornes du condensateur dans ce cas a la
forme suivante :

d?u du

Ainsi, la solution de cette équation sera la somme de la solution de 1’équation homogeéne u;
(qui sera identique a celle que 'on a trouvé pour le régime libre dans les trois cas) et d’une
solution particuliére qui est simplement us = E. (solution particuliére constante car le deuxiéme
membre est constant).

Mais la détermination des constantes de la solution homogene doit étre effectuée en tenant
compte de la solution particuliere. Ainsi

— On écrira la solution de ’équation homogene avec ces constantes ;

— On lui ajoutera la solution particuliere ;

— Et en dernier lieu, on déterminera les constantes avec les conditions initiales.

5 Aspect énergétique : régime libre

Reprenons la loi des mailles écrites dans ce cas

di

Ri+ L— =0 49
i+ 7 +u (49)

.. , ) . du

Multiplions cette équation par i = C i

di du
.2 L at at _
Ri® + let +Cu pm 0 (50)
d(3Li?) d(3cu?)
.2 2 2

= = 51
Ri® + 7 o 0 (51)

Dans cette expression, nous reconnaissons
— Ri? : la puissance dissipée par effet Joule dans la résistance ;

d (L%
2 . . R - L
c g la puissance recue par la bobine. Elle peut étre positive ou négative et
correspond aux variations d’énergie magnétique dans la bobine ;
d(30u?)
T la puissance recue par le condensateur. Elle peut étre positive ou négative et

correspond aux variations d’énergie électrique dans le condensateur.

Pour obtenir les variations énergétiques, on peut intégrer la relation (51) entre t = 0 et t — 0.
On obtient I'équation F; + AEc + AE;, = 0.

Cette relation indique que lorsque ’énergie emmagasinée dans le condensateur va varier, elle va
se dissiper par effet Joule en partie, la partie restante étant accumulée par la bobine. Puis la
bobine cédera son énergie au condensateur et au conducteur ohmique et ainsi de suite, jusqu’a
ce qu’il n’y ait plus d’énergie dans le circuit.
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